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V. Alti~bre des Facteurs  de Structure  

P i R  E. F. BERTAUT 

Laboratoire d'Electrostatique et de Physique du Mgtal, Institut Fourier, Grenoble, France 

(Regu le 12 novembre 1958) 

The possibility of writing the structure invariant [E(HI)E (H2)E(Ha)]cos a as a function of absolute 
values of structure factors is investigated in each space group. Hauptman & Karle's affirmative 
result (1957) in P1 may  be extended to non-centrosymmetric space groups of order 2. In the present 
status of structure factor algebra it is not possible to generalize this result to further space groups. 

I n t r o d u c t i o n  

La mdthode suivie et les notat ions sont celles 
du mgmoire prdc4dent (Bertaut ,  1959), abr4g6 
(IV). On 4tudie la relation entre le triple produi t  
E(H,)E(H2)E(Hs) et la moyenne M222 (V-I)  du texte.  

Des relations ggn4rales sont donn4es dans le cas 
de groupes sans centre (V-27) et avec centre de 
symdtrie (V-32). Elles se r4duisent aux relations 
donn4es pa r  H a u p t m a n  & Kar le  (1957a, b) dans les 
groupes P1  et P1.  

Etude  du tr ip le  p r o d u i t  

.M222 ---- <(]E(h,+h)]2-1)([E(h2+h)[2-1) 
x ( [ E ( h s + h ) [ 2 - 1 ) > .  (v-i) 

Groupes sans centre de symdtrie 

P1.  Nous envisageons d ' abord  le groupe P1 off 
l'on a 

IE(h,)l"-i = ~ Z $~(h,)$~(h~). (V-2) 
]l#:kl 

Ecrivons la m6me relation (V-2) avec un vecteur  h2, 
puis avec un  vecteur  h a. Appelons les indices de 
sommation respectifs J2, k~ et J3, k3- Multipliant les 
trois relations membre  ~ membre,  on obt iendra des 
termes d4pendant  de 2, 3, 4, 5 et 6 atomes diff4rents. 
Nous n 'envisagerons que ceux des termes qui font  
apparaitre les diff4rences snivantes de vecteurs 

H t = h i - h 2 ;  H 2 = h 2 - h s ;  H s = h s - h  i .  (V-3) 

Ent re  les vecteurs Hj ( j  = 1, 2, 3) on a la relation 
suivante  

H I + H 2 + H s  = 0 .  (V-4) 

Les termes correspondants d4pendent de trois a tomes  
diff4rents. On les obtient  en posant  d ' abord  

Jl = k2; J2 = k3; J3 = kl (V-5) 

ce qui donne lieu g (cf. ( II-12) ,  (IV)) 

A = ~6 • ~jl(HI)$12(H2)~js(Ha ) (=  @)aSjkz ) (V-6) 

et  en posant  ensuite 

Jl ---- ~3; J2 = kl ; Ja = ]Q (V-7) 

ce qui donne lieu au terme complexe conjugu4 A* de 
(V-6). Tout  autre  terme ddpendra en plus soit de 
sommes de vecteurs h i (j -- 1, 2, 3), soit des vecteurs h i 
seuls. L ' inter6t  de cette remarque  rgside en ce que les 
relations (V-3) ~ (V-7) subsistent si l 'on remplace hj 
(j = 1, 2, 3) par  h j + h  de sorte qu 'en fa isant  une 
moyenne sur h et en main tenan t  fixes h i (j = 1,2,3) 
tous les  termes autres que A et A* (V-6) disparaissent.  
On obtient donc finalement dans le groupe P1 

~2r222 ---- A + A *  (V-S) 

off A est donn4 par  (V-6), H i par  (V-3) et M222 pa r  
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(V-l).  Ajoutons g (11-15) (IV) la relation complexe 
conjugu6e. Eliminant les termes mixtes A + A *  grgce 

(V-8) on obtient la relation de Hauptman & Karle 
(1957) 

2]E(H~)E(H2)E(Ha)[ cos ~ = 2~0([E(H~)[ e 
+[E(H2)[~+]E(Ha)[~-2)+qT~M~2~. (V-9) 

Ici 0¢ est l'angle de phase de l ' invariant 

E(H~)E(H2)E(Ha) . 

A utres groupes sans centre de symdtrie 
Considdrons la relation (IV-2) (IV) et deux rela- 

tions analogues 6crites avec des vecteurs h2+h,  puis 
ha+h .  :Notons les indices de sommation respectifs 
dans ces trois relations Jl, k~, J2, Ice et ja, k a. La mul- 
tiplication des termes en Sj~((h~+h)(I-Cs)) de la 
premiere relation avec les termes mixtes en j~, k~ et 
ja,/c a de la deuxi~me et troisi~me relation fournira 
un produit //~e3 qui contribue ~ M ~ .  On a 

//~2a = ~ 2 7 ' 2 7  ~ ( ( h ~ + h ) ( I - C ~ ) )  
s ~'1 

× 27 ~ j~(h2+h)~( t l2+h)  27 ~la(ha+h)~a(ha+h) • 
~'~*~2 J~*~ (V-10) 

Posons 
j ~ = k ~ = j ;  k ~ = j ~ = k .  (V-11) 

On a 

~j (h 2 + h) 2j (fia + fi) = ~% (h2-  ha) 
+27'  ~ j ( ( h 2 + h - ( h a + h ) C s ) .  (V-12) 

$ 

Dans //~ea cette expression se trouve multipli6e par 
la quantitd conjugu6e, mais avec l'indice /c. Dans le 
produit des termes en jk ,  nous ne gardons que la 
partie suivante 

27' ._.~.' ~* ( h 2 + h -  (ha+ h)Cs) $~(h2-ha) 
s ~ k  

+ quantit6 conjugu6e (V-13) 

les autres termes ne contribuant pas ~ (//]e3). Posons 
alors j~ = j dans (V-10). La seule contribution ne 
d6pendant plus des composantes de h vient des 
produits de facteurs (cf. premier membre de (V-14)) 
avec le m6me indice s, correspondant £ la m6me 
opdrat, ion de symdtrie. 

(~j((h~ + h ) ( I -Cs) )  ~* ((h2 + h -  (h a + h)C~) 
= p ~ ( n ~ + n a C s ) .  (V-14) 

I1 faut noter ici que ~((h~+h)(I-C~))  a l e  poids p~ 
(cf. appendice 11 (IV)). La moyenne de (V-IO) se 
r6duit finalement 

( / / ~ a )  = ~ v6 ~ ~ '  ps~(Ht  + HaCs)~e(H2) 
i-+-k s 

+ quantit6 conjugu6e. (v-15) 

Ajoutons ~ (V-15) les permutations circulaires. ~ous  
noterons 

(II~2~+ I I ~  + I - i ~ )  = B + B *  . (V-16) 
On a donc finalement 

M~.2~ = A + A * + B + B *  (V-17) 

et l'61imination de A (V-6) entre (V-17) et (11-15) 
(IV) fournira une relation intdressante entre 
E(HI)E(H2)E(Ha) et d 'autres facteurs de structure. 

Groupes & poids simple 
Le nombre de groupes pour lesquels p8 -- 1, quelque 

soit s, est assez consid6rable pour justifier une distinc- 
tion entre groupes '~ poids simple' (p~ --- 1) et groupes 
'~, poids multiple'. En effet, parmi les 138 groupes 
d'espace sans centre de sym6trie, il y a 81 groupes 
?~ poids simple. ~qous donnons ici leur num6ros d'ordre 
d'apr~s les Tables Internationales: No. 1; 3 ?~ 9; 
16 ~ 24; 75 ?~ 82; 89 ~ 98; 143 ~ 146; 149 ~ 161; 
168 ~. 173; 177 ~ 186; 195 £ 199; 207 ~ 214. Dans le 
cas de groupes ~ poids simple le calcul de B e s t  simple 
aussi. On a en effet 

~Y'~(HI+HaCs) = ~ (HI )~ (Ha) -~ (HI+Ha) .  (V-18) 
8 

Utilisant de plus les identit6s 

~(HI+H2)  = ~*(Ha) (V-19) 
et 

27 aj 27 b j - ~ ,  a~bj = 27 ajbg (V-20) 
] j ~ j~,k 

on d6duit de (V-15) et (V-16) 

t i = 1  3) 

- 3  27 ~j(HI) ~j(H2)~j(Ha) 
]=1 

off la fl~che signifie 'permutation circulaire' et la 
notation B 1 'B quand ps = 1'. L'61imination de 
A + A *  entre (II-15) (IV) et (V-17) fournit alors 

]E(H1)E(H2)E(Ha)[ cos 
3 

1 --3 = ~ 0 + ~ 7  (]E(H,)I2-1)+2~0 M2,_2 
/ z = l  

t 3 
_~3.2 2: (I~j(H.)[~_ ~j(0)) 

j / ~ = l  

t 
+ ½~3.2 (~j(HI) Sj (H2) ~j (H3) 

+ ~* (H~) ~ (H2) $* (Ha)-  2~i(0)). (V-22) 

Dans le deuxi~me membre de (V-22) nous avons 
mis en 6vidence un terme non al6atoire ~v -- N-½ qui 
repr6sente l'esp6rance math6matique de 

]E(HI)E(H2)E(Ha)] cos ~. 
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Du point de rue  purement alggbrique, tous les  autres 
termes sont de l 'ordre ~a = _N-~/e. En effet, E = 0(~); 
[E]S-1 = 0 ( ~ ) ;  E~E~ = 0(qos); Msss = 0 (~) .  I1 n'y 
a donc ?t ffriori aucune raison de prdfdrer un ensemble 
de termes h un autre daws (V-22). La dgtermination 
de cos c~ ddpendra donc en g6n~ral d 'un certain nom- 
bre de phases. 

.Nombre de phases inconnues 
Nous ddmontrons d 'abord le lemme suivant. 
L E ~ E .  'Dans tout  groupe d'espace (sans ou avec 

centre de symdtrie) C (V-23) contient D (V-24) quand 
H~+H~+Ha -- 0.' 

C - ~(H~) ~(H~)~e(Ha)-~e(0) (V-23) 

3 

1 )  - .X  ( l ¢ ( H . ) l s - ¢ ( O ) )  . (V-24) 
t t = l  

En effet, la lindarisation de ~(H~)~(H2) contient cer- 
tainement ~ (H~+Hz)=~*(H3) .  Donc C contient 
]~(Ha)ls-~(0). On raisonne de m~me en permutant  
les indices 1, 2, 3 ce qui complete la ddmonstration. 
Une d6monstration purement alg6brique est donn6e 
dans l 'appendice I. La lin6arisation de C (V-23) donne 
lieu ~ n s -  1, celle de D (V-24) ~ 3 ( n - 1 )  facteurs de 
structure. Or (V-22) contient la combinaison 
½(C+C*)-D, de sorte que les 3 ( n - 1 )  facteurs de 
structure invariants r6els, provenant de D se com- 
pensent exactement avec ceux de m~me nature, 
contenus dans ½(C+C*). On aura donc au deuxi~me 
membre de (V-22) m = n S - l - 3 ( n - 1 )  = ( n - 1 ) ( n - 2 )  
facteurs de structure diffdrents E(L~) (v = 1, . . . ,  m) 
pour lesquels on doit prdalablement ddterminer les 
quantit6s invariantes cos fl~ (fl~ = angle de phase de 
E(L~)) si l 'on veut calculer cos a. On en dgduit la 
conclusion suivante. Ce n'est  que daws les groupes 
d'ordre 1 (cas trivial P1 d6j~ 6tudid, cf. (V-9)) et 
d'ordre 2 sans centre de symdtrie off m = 0 que 
]E(H~)E(H2)E(H3) 1 cos a peut dtre ddterminde par la 
seule connaissance des modules de facteurs de structure; 
c'est ~ dire (V-22) se rdduit alors strictement ~ (V-9). 
Dans les groupes ~ poids simple et d'ordre supdrieur 

2, m valeurs cos fl~ interviennent de plus. 

EXE~r~L]~. P222; n = 4; m = (n--1)(n--2) = 6. On a 

]E(H~)E(H2)E(Ha)[ cos c¢ 
= ~+~(IE(Hal)  ~+ IE(Hz)] ~ + [E(Ha)I~-3) 

+ ½qTaMs~. + ½q~[E (2H~ , 2K~, 2Ls) 

+E(2H1, 2K s, 2L~)+E(2H s, 2K1, 2L~) 
+E(2H~, 2K2, 2L~)+E(2Hs, 2K~, 2Le) 
+E(2H~, 2K~, 2L~) + quantit6 conjugu6e]. (V-25) 

La quantitd du dernier crochet provient (cf. appen- 
dice I) de 

½(C+C*)-D = ½ 2 '  ~ '  ~ ( H ~ ( I - C s ) + H z ( I - C q ) )  
~ : s  

+quant i t6  conjugge. (V-26) 

Les 6 phases inconnues du deuxi~me membre ne peuvent 
$tre ddduites ni de Mss ni de M~ (IV). 

Cas gdndral. Groupes & poids multiple. 
Nous avons reldgug dans l 'appendice I I  le calcul 

de B (V-16). On trouve alors par ~limination de A 
entre (V-17)e t  (II-15) (IV) 

]E(HI)E(H2)E(H3)] cos a 
3 

= q~+q~.~ (lE(H~)]~-l)+½~-3Msss 
/ ~ = 1  

+½q~a.X ~,' .~,' (p(C~)+p(C~-~)+p(CqC;~)-2) 
i q:~s 

× [~j(HI (I-Cq)+H2(I-Cs)) 
+ ¢ ? (H,  ( I -Cq)  + Hz(I -Cs)) ]  

3 

+2~  a _ Y ' 2  ~ (p~- 1) ~j(H~(C~-I)) 
s ~ tt 

- ½ ~ Z '  ~ (P~- 1) [E(H2) ~i(HaCs+ H~) 
s i 

+~*  (H2) ¢~ (H~Cs + HI) + © ] .  (V-27) 

On a posd ici p(C~) au lieu de p~. Soit n'  le hombre 
de facteurs de structure ~(h( I -Cs)  ) dont le poids 
p(C~) est supdrieur ~ 1. A u x m  = ( n - 1 ) ( n - 2 )  fac- 
teurs phases inconnues de la discussion pr~c~dente, il 
faut alors ajouter encore 3n' facteurs de structure 
invariants et 3n' produits de facteurs de structure 
(cf. les derniers termes de (V-27)). 

EXEMPLE. Prom. On a n = 4 et n ' =  2. On a 
m + 3 n '  = 12 facteurs de structure et 3n'= 6 produits 
de facteurs de structure au second membre de (V-27). 
On trouve (cf. appendice II)  

3 

]E(H~)E(H2)E(H3)[ cos a = ~ + ~  2= ([E(H~)]s-1) 
tt 

+ ½q0-aM22s + 3Tg(E (2H 1 , 2K s , 0) + E  (2H9, 2K 3, 0) 
+E(2Ha,  2K1, 0)-t-E(2H1, 2K 3, 0) +E(2Hs,  2K1, 0) 

3 

+ E(2H 3, 2K 2, 0))+ 2 ~/(2)~ 2 _Y (E (2H~, 0, 0) 
tt 

+ E(O, 2K~,, O)-½q)[E(H1)E(Hs-Hs, K1, LI) 

+ E (H 1)E (H1, K 3 -  Ks, L 1) 

+ E ( H~ )E ( H 1 -  Hs, Ks, Ls)+E(H~)E(Hs,  K 1 -  Ka, Ls) 

+ E (Ha)E (H s -  HI, K s, L3) + E (H3)E (H a, K 2 -  K~, La) 
+quant i td  conjugude] . (V-28) 

Les quantltgs rgelles 

E(2H~, 2Kz, 0), E(2H, ,  0, 0), E(0, 2K,, 0) 

du second membre de (V-28) peuvent 6tre exprimdes 
par des moyennes statistiques M2~ ou M s (IV). Mais 
on ne voit pas de moyen simple d'exprimer les produits 
de facteurs de structure en fonction de moyennes stati. 
stiques. 

Groupes centrosymdtriques 
On a dans tout  groupe centrosymdtrique 
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M~.~. = 8A + 4 B  (V-29) 

off A et B sont donn4es par (V-6) et appendice I I  
(relation 12) respectivement. Le facteur 8 dans (V-29) 
vient de ce qu'en dehors de (V-5) et (V-7) on doit 
aussi envisager les 6 solutions suivantes 

(J l  - -  J 2 ,  ~1 = k3 ,  ]~2 = J3); (Jl = J2, k l  = J3, ]~2 = ]~3); 

(J2 = J3, k~ = k3, j~ = k~); (J2 = Js, kl = k~, Jl = ]Ca); 
(Ja = J~, k~ = k~, j~ = /ca) ; (Ja = j~, k2 = k3, j~ = k~). 

(V-30) 

Le facteur 4 dans (V-29) vient de ce que dans (V-15) 
le premier terme et la quantit4 conjugu4e sont 4gales 
(cela fournit un facteur 2) et qu'ensuite on a en plus 
de la relation (V-11) aussi la possibilit4 suivante 

J ~ = J s - - J ;  k ~ = k ~ = k  (V-31) 

ce qui double encore le r4sultat. L'41imination de A 
entre (V-29) et (II-15) (IV) donne lieu £ la relation 
suivante, valable dans tout  groupe centrosym4trique 
primitif 

3 
E(HI)E(H2)E(Ha) -- ~+~.~, (E~(H,) - 1 ) + ~ - a M ~  

tt 

+~,~a~w -~ ~v' .~', ~:j(HI ( I -Cq)  + H2(I-Cs))(p(C~) 
j s ~ q  

+ p.( C~ a) + p ( CqC7 ~ ) - 4 )  

+~s  2 ~v ~ ,  (ps-2)  ~ : (H, ( I -Cs) )  

_ ~. ~. ~" ~ ,  (p~-2)[E(He) ~:(HsC~+H,) + (~] .  

~ (V-32) 

Soit n l 'ordre du groupe et n'  le nombre de poids p~ 
diff4rents de 2. On aura comme dans le cas de groupes 

poids multiple ( n - 1 ) ( n - 2 ) + 3 n '  facteurs de struc- 
ture et 3n' produits de facteurs de structure de phases 
inconnues au second membre de (V-32). 

E X E M P L E .  1 ° P~. n = 2, n '  = 1. I1 y a 3 produits 
et 3 facteurs de structure. (V-32) se r4duit 

E(HI)E(H2)E(Hs) 
3 

= ~+9~.Z (E~(H.) - i) +½T-aM~ 

3 

-q~.Z E(2H,)+½q~[E(H,)E(H2-Hs)+O] 
" (V-33) 

expression, dgj£ donn4e par Hauptman  & Karle 
(1957). 

2 °. P2/m. n = 4, n' -- 1. On obtient une expression 
identique ~ la pr4c4dente, mais il y a ( n - 1 ) ( n - 2 )  
facteurs de structure de plus, soit 

½cf~(E(2H~, 2K~, 2L~)+E(2H~, 2K~, 2L~) 
+E(2H~, 2K~, 2L1)+E(2Ha, 2Ka, 2L~) 
+ E ( 2 H  a, 2K a, 2L~.)+E(2H~, 2K~., 2La)) (V-34) 

ajouter au second membre de (V-33). Si dans 
(V-32), (V-33) et (V-34) on peut remplacer les Iac- 
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teurs de structure invariants par M ~  ou M 2 (IV), 
il ne semble pas y avoir de moyen simple d'exprimer les 
produits invariants tels que E ( H  I )E(H 2-Ha)  = 
E ( H 2 + H s ) E ( H 2 - H a )  en fonction des seuls modules de 
facteurs de structure. (Exemple: Si ( H I ) =  (1,0, 1); 
(H2) = (0, 1, 1); ( H a ) =  (1, 1, 0), aucun des facteurs 
de structure E(Hj+Hk)  n'est  invariant,  mais le produit  
E ( H I + H k ) E ( H j - H k )  l 'est toujours). 

Conclusion 

Ce n'est  que dans les groupes sans centre de sym4trie 
d'ordre 1 et 2 que [E(HI)E(H2)E(Ha)[ cos e¢ est d4ter- 
min4 par la connaissance des modules de facteurs de 
structure. 

Dans les groupes sans centre de sym4trie £ poids 
simple et d'ordre n, la connaissance pr4alable de 
m = ( n - 1 ) ( n - 2 )  valeurs cos fir (v = 1, . . . ,  m) est re- 
quise. Ici les fir sont les phases de certains facteurs 
de structure invariants. Les cos fir ne peuvent  6tre 
ddtermin4s par des proc4d4s alg6briques simples. 

Dans les groupes sans centre de sym4trie ~ poids 
multiple et dans les groupes avec centre de sym4trie, 
on rencontre de plus des produits invariants de fac- 
teurs de structure. Les phases de ces produits ne 
semblent pas 8tre calculables par des proc4d4s alg4- 
briques simples. En  conclusion, dans la recherche de 
relations exactes entre IE(HI)E(H2)E(Ha) I cosec et 
les valeurs absolues de facteurs de structure, on se 
heurte ~ des difficult4s alg4briques, ~ pr6sent non 
r4solues. 

APPENDICE I 

D4montrer que C (V-23) contient D (V-24). 

Envisageons 

~(Ha)~(H,) -- .~ ~(Ha+H~Cs) .  (1) 

Multiplions par ~(H2), lin4arisons ~ nouveau et posons 
Ha = H I + H  2 pour obtenir 

= ~ ( H I ( C s - I ) + H 2 ( C ~ - I ) ) .  (2) 
s = l r = l  

1% Posons s = 1 et sommons sur r. On a 

~=(H2(Cr-I)) = ]~=(H2)l 2 • (3) 
r = l  

2 ° . Posons dans (2) r - - 1  et sommons sur s. On 
obtient de la m4me fagon ]~(HI)[ 2. 

3 °. Posons r = s e t  sommons ~ nouveau. On retrouve 
les termes de [~(Hs)[ 9. On a finalement 

C - D  = ~(H~)~(H2)~(Hs)-~(0)-Z(]~(Hu)]2_~(0))  
/z 

= Z ' Z '  ~ ( H l ( C s - I )  + H 2 ( C r - I ) )  
r : # s  

= .~ '  .~ '  ~(H1 ( A s -  I) + H 2 ( A r -  I))as(Hl)ar(H2).  
r , s  (4) 
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A P P E N D I C E  II  

E v a l u a t i o n  d e  B 

Avec des t ransformat ions 6videntes (cf. (V-19) et 
(V-20)), on peut  6crire 

B = 95[E(H2) 2 : ' 2 :  p~j(H3Cs+H~)+(-~]  
s j 

3 

+W0 2 :  2 :  I#~(H.)I ~ 
J 

- ~6 2 : '  2 :  p , [~(HaC~+ H~) ~(H2) + (-'J]. (5) 

On notera 

2 --- v p,x ~ (H~ + H3Cs)  ~ (H2) 
l Sl 

= . ~ p q ~ ( H ~ + H a C s x + H 2 C q ~ )  . (6) 
Sl ql 

De m6me, les permutat ions  indiqu6es par  la fl6che du 
dernier terme de (5) sont not6es 

2 82, q2 

-- 2 :  p ~ ( H a + H 2 C s + H ~ C q ) .  (7) 
S, q 

Les sommes 27, 2 :  et 2 contiennent  les m6mes fac- 
1 2 

teurs de s tructure que la l in6arisation de 

~(H~) ~e(H2) ~(Ha), 

mais  avec des coefficients diff6rents. On dolt donc 
avoir des relations de sym6trie (cf. (I-14) (IV)), &off 

H~ + HsCs~ + H2Cq~ = (Ha + H2Cs + H i Cq) Cx 
H2+H~Cs~+HaCq~ = ( H a + H 2 C s + H I C q ) C y .  (8) 

En  comparant  les coefficients des Ha, on trouve les 
solutions 

, C s l  ---- C x = C q l ;  C q l  - -  C s C q  1 

Cq2  = C y  ~--- C s ;  C s 2  : -  C q C s  1 . (9) 

Ce qui nous int6resse surtout,  c'est la correspondance 
entre sa, s 2 et s e t  q. Pour plus de clart6, on 6crira 
p(Cs) au lieu de Ps, en rappelant  que p(Cs) est le poids 
stat is t ique de ~ (h ( I -Cs ) ) ,  (h) 6tant  une rdflexion 
g6n6rale. On d6duit  de (9) 

Psz = p(CqZ) ; Ps2 = p(CqCsZ) • 

On a donc f ina lement  

(lo) 

2 : + 2 : + 2 :  = ~v2~ (p(Cs)+p(Cq 1) 
1 2 s q 

+p(CqCsl ) )  ~ ( H a + H 2 C s +  HICq) .  (11) 

Posant  H 3 = H i + H 2 ,  on op~re ensuite comme dans  
l 'appendice I. Faisons a = 1 et varions q dans (11). 
On obt ient  

2 :  (2p(Cq) + 1 ) ~(HI (Cq- I ) )  

qui contient les m~mes termes que la l in6arisat ion de 
]~(HI)I 2, mais  avec des coefficients 2p(Cq) + 1. Op6rant  
colnme sous 2 ° et 3 °, appendice I, on obt ient  des 
termes analogues en H2 et H a. On les r6unit  avec ]es 
termes [~(H~)I 2 de (5) de sorte que f ina lement  

B = ~oS[(E(H2)Z'2:  p ~ j ( H 3 C s + H a ) + ~ ]  
s j 

_~o 2:, 2 (p(Cs)+p(Cq~)+p(CuC-~ x) 
q4:s 

× ~ ( H I ( C q - I ) + H 2 ( C s - I ) )  
3 

- 2 9  ° 2 : '  2 :  2~ p ~ i ( H u ( I - C ~ ) ) .  (12) 
s g j 

EXEMPLE. Prom. Les 616ments (dyadiques) A2, As, A4 
sont d 'ordre 2 (car A - X =  A). On a A2A 3 = Aa (cf. 
tableau) et d 'une  fagon gdndrale, le produi t  de 2 
opdrations engendre la troisi~me, de sorte que 
p(C~) +p(Cq  ~) +p(CqC~ -x) = P2+P3+Pa = 1 + 2 + 2  = 5. 

Connaissant  HA s , fl est facile de calculer les 
( n - 1 ) ( n - 2 )  quanti t6s H I ( I - A q ) + H 2 ( I - A s )  (avec 
s :~q;  q = 2 , 3 , 4 ;  s = 2 ,3 ,4 ) .  

Tableau 

H K L 

HA2 -- -- + 
HA3 -- + + 
HA4 + -- + 

H(I--As) Ps 
2H, 2K, 0 1 
2H, 0, 0 2 

0, 2K, 0 2 
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